ECUACION DEL POTENCIAL DE VELOCIDADES
DEL MOVIMIENTO IRROTACIONAL, ISENTROPICO,

NO ESTACIONARIO,

estas cuestiones la deduccidén, y ni siquiera la

expresion, de la ecuacidon diferencial del potencial de
velocidades del movimiento irrotacional, isentrdpi-
o, 1no estacionario, de un gas ideal, la cual, sin em-
bargo, no ofrece mayores dificultades que la del mo-
vimiento estacionario, abundantemente difundida en
la literatura técnica correspondiente, y puede ofre-
cer interés en si misma o como paso obligado para
deducir la ecuacidén linealizada que se utiliza en el
estudio de fendmenos no estacionarios, como aleteo
de alas y timones, rafagas, accionamiento de 6rga-
nos de gobierno, etc.

El punto de partida (*) lo constituye el si-
guiente grupo de ecuaciones:

a) La ecuacién de continuidad:

N O suele hallarse en la literatura consagrada a

op
5‘;+P(VV)‘|“VVP=0, 1]

siendo ¢ el tiempo; p, la densidad del gas;

V=Vg,
la velocidad del movimiento; ¢, el potencial de ve-

locidades, y y = k; el operador de HAMIL-

°x
TON; en donde x; son las coordenadas y k; los ver-
sores que marcan las orientaciones de los ejes coor-
denados.

b) La ecuacién de la presién, que en ausencia
de fuerzas maisicas (**) se escribe en la forma:

9 1
at + v h=C; (2]

siendo

h=_1_ P

(3]

-2
!

—
g

* V., p. e, G. MILLAN: Introduccion a la Aerodindmi-
ca moderna, IN.T.A. “Esteban Terradas”, 19490.

(**) Cuya influencia es despreciable en problemas de
este tipo.
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. C,
la entalpia del gas; p, la presion, y y = —Ci’ , la re-
14
lacidn de calores especificos.

¢) La ecuacién de estado, que al ser el movi-
miento isentrépico se reduce a la:

P Const. (4]
Nt
2
La eliminacién de p y p entre [1], [2] v [4]
se efecttia sin dificultad; para ello basta expresar pre-
viamente A en funcién de p mediante [3] v [4].
y calcular luego

ar _ |/ £ 5]
dp P
la velocidad del sonido en el gas (variable de un

punto a otro), éntonces se tiene, indicando las deri-
vadas con subindices:

2 2 2
(l—i;—)‘?n‘f‘(l—'}—’)%z'f‘( _—cP'g—)‘Psa—
a at a?

2 2 1
_2-—-—%(52 ?12—2*—%,;3?23—2(?321‘Psl———‘Ptt'— (6]
a a a a?
. 1 dC()
——2_31_ _2_?“_'0 _2.?_3_ —_ =
prs P1¢ priel prs P3¢t 2 dt

en donde el valor de a2 puede expresarse en fun-
cién de las derivadas de ¢ mediante [2], [3] v [5].
obteniéndose asi para la determinacién del poten-
cial de velocidades una ecuacién en derivadas par-
ciales de segundo orden, con cuatro variables inde-
pendientes, de tipo casi lineal.

Las propiedades de las superficies caracteristi-
cas:

f(xli Xgy X3y t) =0, [7]
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cuando son reales (ecuacién hiperbdlica) (*), se de-
ducen de la ecuacidn diferencial cuadratica de primer
orden:

(=S

—ofityy oWpp oWhpg (8]
a2 a® a?

fi—

a

1 .
——fi—2 8ot g 0 fgy =,
a at a?

a?

que, agrupando términos y multiplicando por a2,
puede escribirse en la forma:

@ (f+fot ) — (o Fofot o fi -1 =0. (91

Teniendo presente que:

es el coseno director en direccidn x; de la normal
a{7]; que
U, = ¢ % A gy oy Py %3 {10

es la componente de la velocidad v normal a [7],

Y que

I
Vg =——"—————— [11]

Vfi+f+r
es la velocidad de avance normal de Ia familia de
superficies [7] con respecto al parametro f, al di-
vidir [9] por (ff—H‘Z—%—fZ )} v extraer la raiz cua-
drada, se obtiene:

V,= Uy — U, = a; {12]

siendo v, la velocidad de propagacidén de la super-

(*) V. G. MiLLAN : Discontinuidades de las corrientes fhii-
das, Seminario de Fisica Matematica, Facultad de Ciencias de
Madrid, curso 1949-50.

ficie caracteristica en el seno de la masa de gas. Por
consiguiente, las superficies caracteristicas son tales
que su velocidad de propagacidn en el seno de la
masa de gas es en cada punto la del sonido; estas
superficies se llaman ondas de MACH.

En particular si el movimiento es estacionario
(v, = o) la velocidad del gas normal a la onda
de MACH es la del sonido; por tanto:

v=Ilyvel>ipv, | =a; [13]
es decir, en movimientos estacionarios las caracte-
risticas son reales solamente si el movimiento es su-

persdnico.

La integracién de la ecuacién [8] es imposible,
excepto en casos especiales; pero es bien sabido que
en muchos casos de interés técnico, en que existe una
velocidad dominante uniforme, Vi, que supondre-
mos paralela al eje xq, alrededor de la cual se pro-
ducen pequefias perturbaciones (teoria lineal de per-
files, alas y cuerpos de revolucién), que se traducen
en perturbaciones también pequefias de las presio-
nes, densidades y temperaturas, es posible aproxi-
mar el problema haciendo lineal la ecuacién [8].
Si es M el niimero de MACH correspondiente a la
corriente no perturbada, cuyo valor supondremos
no estd préoximo a la unidad; si el segundo miem-
bro de {2] no depende del tiempo, y si las veloci-
dades y aceleraciones de perturbacién son pequefias,
el potencial ¢ de estas velocidades de perturbacién,
que debe superponetse al V; x; de la corriente uni-
forme, estd determinado por la ecuacidén diferencial
lineal:

M2 M2
(1 — M2) ;) 1 o + 35 — T‘?tt“'z — =0, (14]
A& Vi

que debe sustituir en procesos no estacionarios a la
clasica de ondas:

(I — M%) oy + @22+ 933 =10, [15]

a la cual se reduce, como es sabido, en el estudio
de movimientos estacionarios.
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